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Cohomologie non abélienne d'ordre supérieur et applications. 



Abstract. 

We propose in this paper a theory of higher non abelian cohomology without 
using the notion of n—category. We use this theory to study compositions séries 
of affine manifolds and cohomology of manifolds. 



0. Introduction. 

Une variété affine (M, Vm)i est une variété différentiable M, munie d'une 
connexion Vm dont les tenseurs de courbure et de torsion sont nuls. La variété 
affine de dimension n, (M, Vm) est complète si et seulement si elle est le quo- 
tient de M n par un sous-groupe Tm de Aff(M n ) qui agit proprement et li- 
brement sur M n . L. Auslander a conjecturé que le groupe fondamental d'une 
variété affine compacte et complète est polycyclique. Dans [T4], on a conjecturé 
qu'un revêtement fini d'une variété affine compacte et complète est le domaine 
de définition d'une application affine non triviale. Ceci conduit à se poser le 
problème de classifier les séries de compositions (M n , Vm„) —►...—> (Mi, VmJ 
où chaque application fi : (Mj+i, V&r i+1 ) — > (Mi, VmJ est une fibration affine 
de domaine de définition compact et complet; ce qui signifie que fi est surjective, 
et chaque variété affine (Mj, VmJ est compacte et complète. La classification 
des fibrations affines s'effectue avec la théorie des gerbes (Voir [T6]). Il est na- 
turel de penser que la classification des séries de compositions devrait se faire 
avec la notion de n— gerbe. La définition d'une notion de n— catégorie n'étant 
pas bien comprise, on éffectue la classification des séries de compositions par le 
biais de la notion de tour gerbée. 

Néanmoins, rappelons qu'il est effectué dans [T6] une classifications des séries 
de compositions où chaque application fi est affinement localement triviale (ceci 
veut dire que l'holonomie d'une fibre ne dépend pas de celle-ci) en utilisant une 
partie de l'axiomatique nécessaire pour définir la notion de n— catégorie. 

En fait le problème général auquel se ramène la classification des séries de 
compositions de variétés affines est celui de l'élaboration d'une théorie de co- 
homologie non commutative. Dans la deuxième partie de ce travail, on élabore 
une théorie de cohomologie non abélienne en utilisant la notion de tour gerbée 
afin d'éviter justement de parler de n— catégories. 
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Comme le mentionne Brylinski [Bry] , les classes caractéristiques sont utilisées 
par plusieurs auteurs pour créer divers objets mathématiques. C'est ainsi que 
Witten [Wi] utilise des classes caractéristiques d'ordre 2 afin d'étudier le poly- 
nôme de Jones. Il apparaît donc nécessaire de donner une description géométrique 
des classes caractéristiques. Dans cette optique, il faut donner une interprétation 
géométrique de la cohomologie entière d'une variété difïérentiable M. Le groupe 
de cohomologie H 2 (M, E) s'interprète comme l'ensemble des classes d'équivalences 
des fibrés complexes sur M d'après la théorie de Kostant Weil. Dans [Bry], il est 
donné une interprétation de H 3 (M,E) en termes de classes d'équivalences des 
faisceaux de groupoidcs de Dixmicr-Douady. Notre théorie permet d'interpréter 
les groupes H n+2 (M, E) en termes de classes d'équivalences de n— tours gerbées. 

Voici le plan de notre travail 

0. Introduction. 

1. Rappels sur la notion de gerbe. 

2. Tour gerbée. 

3. Suites spectrales et tours gerbées. 

4. Application des tours gerbées à la géométrie affine. 

5. Interprétation de la cohomologie entière d'une variété. 



1. Rappels sur la notion de gerbe. 

On rappelle dans cette partie la notion de gerbe présentée dans [Gi]. 
Définitions 1.1. 

- Soit C une catégorie, un crible de C est une partie R des objets Ob(C) de 
C telle que pour toute flèche m : X ^Y, si Y <E R, alors X appartient à R. 

- Pour toute foncteur f : E' —* E, on note Rf — {X G Obj(E'),f(X) G R}] 
Rf est un crible. 

Définition 1.2. 

Une topologie sur C est une application qui a tout objet S associe une partie 
non vide J(S) de l'ensemble des cribles de la catégorie Es au-dessus de S, telle 
que 

pour toute flèche / : T — > S de C et tout crible R appartenant à J(S), R* 
appartient à J(T). 

Pour tout objet S de C, tout élément R de J(S), et tout crible R' de Es, R' 
appartient à J(S) dès que pour tout objet / : T — > S de R, on a R'f appartient 
à J(T). 

Les éléments de J(S) sont appelés les raffinements de S. 
Définitions 1.3 

- Un faisceau sur C est un foncteur contravariant F de C dans la catégorie 
des ensembles tel que pour tout crible R de S, l'application 

F(S) — ► Um(F | R) 

soit bijective, où F \ R est le préfaisceau sur R défini par (F \ R)(f ) = F(T) 
pour toute flèche / : T — > S de R. 
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- Soit F : M — » B un foncteur, pour tout objet S de B, on appelle catégorie 
fibre F$ de F en S*, la sous-catégorie de M dont les flèches m vérifient F(m) = 
Ids- Ceci implique que les objets de F$ se projettent sur S par F. Soient X et 
Y deux objets de Fs, on désigne par Homs{X, Y), l'ensemble des m : X — > y 
qui se projettent sur Wg. 

Définitions 1.4. 

- Soient F : M — » _B un foncteur, m : x — > y une flèche de M et / : T — > S 
sa projection par F, on dit que m est _B— cartésienne, ou que m est une image 
inverse de y par /, ou encore que x est une image inverse de y si pour tout objet 
z de Mt, l'application 

Hoi71t(z,x) — ► Horrif(z,y) 



est bijective, où Homf(z,y) = {n G Hom(z,y), F(n) = /}. 

- Une catégorie B fibrée est un foncteur F : M — > _B tel que pour toute flèche 
/ : T — * S de -B et tout objet y de Fs, il existe une image inverse de y par /, et 
telle que le composé de deux morphismes B— cartésiens est B— cartésien. 

- On dira que la catégorie est fibrée en groupoides, si pour tout diagramme 



dans M, au-dessus de 



/ g 

x >z< — y 



pour toute flèche m : U — > V telle que <j> = tpm, alors il existe un unique 
h : x — > y tel que f = gh et F (h) — m. 

Ceci implique que l'image inverse d'une flèche est unique à isomorphisme 
près. 

Soit / : x — > y une flèche de M au-dessus de </> : £/ — > V de _B. On posera 
x = (f)*(y). Les foncteurs (<fnp)* et ■0*(/>* sont canoniquement isomorphes. 



Définition 1.5. 

Une catégorie fibrée F — > E est dite scindée si elle est munie d'une applica- 
tion (le scindage) qui à toute flèche / : T — > S de E et à tout objet x de F5 

associe une image inverse x/ : x^ — > x de sorte que pour toute suite U^T^S 
et tout objet y de Fs, on a (W) 9 = x? 9 . 



Soit un diagramme de catégories 



F G 

If l g 

A ^ B 
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On note Hom a (F,G) la sous-catégorie de Hom(F,G) dont les objets sont les 
u : F — » G tels que gu — af, les flèches étant les morphismes m : u — > u' tels 
que jm soit le morphisme identique du foncteur a/. 

On note Cart a (F, G) la sous-catégorie pleine de Hom a (F, G) dont les objets 
sont les o— foncteurs cartésiens c'est à dire les foncteurs qui transforment tout 
morphisme cartésien en un morphisme cartésien. 

Soient E une catégorie munie d'une topologie, et F — > E une catégorie fibrée, 
pour tout raffinement R de C, on a un foncteur restriction Cartp(Es,F) — ► 
Cart E {R,F). 

Définition 1.6. 

Soit E une catégorie munie d'une topologie, un champ est une catégorie 
fibrée F — » _B telle que le foncteur restriction Cartp{Es, F) — » Cartp(R, S) est 
une équivalence de catégories. 

Remarque. 

Supposons que les produits fibrés existent dans £7 ainsi qu'une famille cou- 
vrante (Si — > S)i e j pour la topologie de S. 

Se donner un champ en groupoides F — > _E est équivalent à se donner une 
catégorie fibrée en groupoides F — > _B telle que 

(i) Recollement des flèches. 

Pour tout objet U de E, et tout objets a; et y de Fjj le foncteur de Fu dans la 
catégorie des ensembles qui à une flèche / :V — > U associe Homv(f*(x), f*(y)) 
est un faisceau. 

(ii) Recollement des objets 

Soit Xi un objet de Fs it et tij une flèche entre la restriction de Xj h Si x$ Sj 
et celle de xi à Si x$ Sj, alors si sur Si Xs Sj Xj Sk on a = Ujtjk, il existe 
un objet x de dont la restriction à i*s 4 est x^. 

Si de plus il existe une famille couvrante (Sj — > 5)j 6 j telle que soit non 
vide, et pour tout objets x et y de Fs f , Homsiix.y) est non vide (connexité 
locale), on dit alors que la catégorie fibrée est une gerbe. 

Si de plus le préfaisceau Lp défini sur E par 

U — ► HomuiFu) 

est un faisceau en groupes qui commute avec les isomorphismes et les restric- 
tions, on dit alors que Lp est le lien de la gerbe. Dans la suite on considérera 
uniquement des gerbes liées. 

Dans la suite, E sera une catégorie, admettant les produits fibrés finis, munie 
d'une topologie définie par la famille couvrante (Si — » S)i e i. 

Classification des gerbes liées. 

Dans ce paragraphe, on rappelle la classification des gerbes au-dessus d'une 
catégorie C de lien donné L. 

Définitions 1.7. 
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- Une gerbe F — ► E est triviale, si elle admet une section. Si la catégorie E 
a un objet final e, cela signifie que F e n'est pas vide. 

- Deux gerbes F — > E et F' — ► E de lien L sont équivalentes si et seulement 
si il existe un isomorphisme de catégories fibrées entre F et F' qui commute 
avec l'action de L. 

On note H 2 (E 1 L) l'ensemble des classes d'équivalences des gerbes. 

Soit (xi) ie i une famille d'objets tels que Xi appartient à F^. Il existe une 
flèche Uij entre les restrictions de Xj et Xi à i 7 s i Xs 5 j . Notons la restriction de 
Uij entre les restrictions respectives de xj et à Fs ijk , où Sijk = SiX s Sj x$ Sk- 

Théorème. [Gi]. 

la famille Cijk — u )k( u ik)~ lu ij L(Sijk) est un 2—cocycle de Cech qui 
classifie la gerbe F — » E si le lien est abélien. 

2. Tour gerbée. 

Le but de cette partie est de généraliser la notion de gerbe à celle de tour 
gerbée. Cette notion de tour gerbée permettra ultérieurement de définir des 
groupes de cohomologies non abéliens d'ordre supérieurs. 

La notion de tour gerbée est définie récursivement à partir de la notion de 
gerbe. Soit E\ une catégorie munie d'une topologic définie par une famille 
couvrante (Si — ► S)i e i. On suppose que les produits fibrés existent dans E\. 

Définition 2.1. 

On appelle 2— tour gerbée, la donnée d'une gerbe liée F\ — * E\ de lien L\ 
telle que 

A tout objet X(Si) de i 7 ^ où Si est un objet quelconque de E\, on asso- 
cie une gerbe liée F 2 (S\, X(S\)) — + E 2 (Si, X(S\)) de lien L 2 un faisceau sur 
E\. Ceci veut dire qu'il existe un isomorphisme entre le groupe des automor- 
phismes de la fibre d'un objet de E 2 (Si, X(Si j) qui se projettent sur l'identité 
et les sections définies sur Si, d'un faisceau de E\. Cet isomorphisme commute 
aux morphismes entre objets et aux restrictions. La classe d'isomorphisme de 
F 2 (S U X(S 1 )) -> E 2 (S 1 ,X(S 1 )) ne dépend pas de S 1 et de X(St). 

La propriété de connexité suivante est vérifiée: 

Soient Si un objet de E±, Ti, T2, T3 des objets de Fs ± , il existe une appli- 
cation 

* : Bo m (T x , T 2 ) — » Hom(E 2 (5i , Ti), E 2 (S x , T 2 )) 
u — ► u 

Soit X un objet de E 2 (S\,T{), U un objet de F 2 (S\,T-\) X , pour tout objet F de 
F 2 (Si,T 2 ) u ,/ X ), n existe un morphisme u*(U, V) entre les gerbes F 2 (S\,Ti) — ► 
^(Si.Ti) et F 2 (Si,T 2 ) ->■ E 2 (S!,T 2 ) au-dessus de w* qui transforme [/ en V. 
On fera souvent l'abus de noter u* et u*(U, V) par u*. 

Soient u : T\ —> T 2 , et v : T 2 — > T 3 des éléments respectifs de Hom(Ti,T 2 ) 
et Hom(T 2 ,T3), (vu)* coincide avec sur les objets et on suppose que (titi)* 
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coincide avec v*u* modulo un morphisme de .F 2 (Si,T3) — > E^{Si,T^). On a 
(Id)* = Id sur les objets (mais pas forcément sur les flèches). 

Soient <f> : S — > T une flèche de E\ et y un objet de F\ T . Considérons une 
image inverse m : x — ► y de <j>. On a un morphisme 

m* :E 2 (T,y) E 2 (S,x). 

Soient X un objet de E 2 (T,y), U un objet de F 2 (T,y)x et V un objet de 
F 2 (S,x) m ,( X ), il existe un morphisme entre les gerbes F 2 {T 1 y) —> E 2 (T,y) et 
F 2 (S,x) — > E 2 (S,x) au-dessus de m* qui transforme £/ en F. 

Soient -0 : i? — » 5 une autre flèche de i?i et n : z — > x une image inverse de 
x, les restrictions (mn)* et coïncident sur les objets et on suppose qu'elles 

coïncident modulo un morphisme de F 2 (R, z) — > E 2 (R, z). 

Il est commode de supposer que les catégories E\ et E(Si,X(Si)) sont 
[/—petites pour définir l'ensemble Us^c^-Ei) 

Définition 2.2. 

Une n+ 1— tour gerbée de base £1 consiste en la donnée d'une gerbe Fi — ► i?i 
de lien Li, 

pour tout objets Si de E x et S( de F 1Sl d'une gerbe F 2 (Si, S£) -> E 2 (S U S[) 
de lien L 2 , 

pour tout quadruple (Si, S(, S 2 , S 2 ) où Si est un objet de E\ et S£ un objet 
de Fi Sl , S 2 est un objet de E 2 (Si,S[) et S 2 un objet de F 2 (Si,S[) s d'une 

gerbe F 3 (Si, Si, S 2 ,S 2 )^£ 3 (Si,S(,S 2 ,S 2 ) de lien L 3 - 

Supposons définie la famille de gerbes Fi (Si , S[ , . . . , S,_ 1 , S-_ x ) Ei(Si, S[..., Si- 1 , S 4 '_ x ) . 
Pour tout objet $ de E t (Si , 5( . . . , S^ 1 , S' t _ 1 ) et S[ de F- (Si , S[ , . . , S*_ 1 , S 2 '_ 1 ) Sj 
on se donne une gerbe Fi+i(Si,S' 1 ...,Si,S' i ) — ► Ei+i(Si,S' 1 ...,Si,S' i ) de lien 
Lj+i. En d'autres termes il existe un isomorphisme entre le groupe des automor- 
phismes (qui se projettent sur l'identité) de la fibre d'un objet de E i+ i(Si, ..,5,, S-) 
et les sections définies sur Si d'un faisceau de 2£i. On suppose en outre que 
cet isomorphisme commute aux morphismes entre objets et aux restrictions. 

On suppose que la classe d'isomorphisme de F» (Si, .., Sj_i) — > Ei(Si, .., Sj_i) 
ne dépend pas de Si,...,Sj_i. 

On notera souvent de manière abusive la i— gerbe Fj(Si, SJ, .., Sj_i, Sj_i) — > 
Ei(Si, S'i, .., Si-i,S'i_i) par E 2 (S' i _ l ,Li). 

On définit ainsi par récurence la famille de gerbes F n+ i(Si, S(, .., S„, S'J — ► 
^n+l(Sl, S l5 .., S„, S' n ). 

On suppose que la propriété suivante de connexité est vérifiée: 

Soient Sj+i un objet de E i+ \(Si, S[, Si, S-) et Ti, T 2 et T 3 des objets de 
F+i(Si, S[, .., Si, Sj)s i+1 , on a une application 

Hom(Ti , T 2 ) — » Hom(E l+2 (Si , . ., S î+1 , 7\) , £ î+2 (Si , .., S i+1 , T 2 )) 

M > U 

Considérons maintenant un objet X de E i+2 (Si, .., Sj+i, Ti), [/ un objet de 
F i+2 (Si,..,S i+ i,Ti)x et y un objet de F l+2 (Si, .., S i+ i,T 2 ) u , ç X ), il existe un 
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morphisme u*(?7, V) entre les gerbes F i+2 {Si, .., S i+ i,Ti) — > E i+2 (Si, .., S i+ i,Ti) 
et Fi + 2(»5i, • •, Si+i, T 2 ) — ► Ei+2(Si, .., Sj+i, Î2) au-dessus de m* qui transforme 
[/ en y. 

On fera souvent l'abus de noter m* et M*(t/, F) par u*. 

Soient u : T\ — ► T2, et w : T 2 — > T3 des éléments respectifs de Hom(T\,T 2 ) et 
Hom(T2, T 3 ), le morphisme (tiw)* coincide avec u*v* sur les objets et on suppose 
qu'ils coïncident modulo un morphisme de F i+2 (Si, .., S i+ i,T 3 ) — > £ i+2 (S'i, .., S i+ i, T 3 ). 

On a (/d)* = /<i sur les objets (mais pas forcément sur les flèches). 

Soient <j> : S — > T une flèche de E i+ i(Si, S[, .., Si, S^) et a; un objet de 
Fi+i(Si, S[, .., Si, S,')t- Considérons une image inverse m : y — > a; de (f>. Est 
associé à m la restriction m*, morphisme entre les catégories Ei +2 (S\, --,T,x) 
et E i+ 2(Si,..,S,y). 

Considérons maintenant un objet de X de Ei +2 (S\, .., T, x), U un objet 
de F i+2 (Si, .., T, x)x et V un objet de Fi +2 (S\, .., S, y) m *(x)- H existe un 
morphisme m*(U, V) entre les gerbes Fj + 2(Si, .., T, x) — > Èi + 2(Si, .., T, x) et 
-Fi+2(S'i, -, S 1 , y) — * Ei +2 (S\, .., S, y) au-dessus de m* qui transforme U en V. 

Soit ?/> : [/ — > S une autre flèche de £7j_|_i(Si, S£, ..,Sj,S^) et n : z — > y une 
image inverse de y. Les restrictions (mn)* et n*m* coïncident sur les objets et 
on suppose qu'elles coïncident modulo un morphisme de F i+2 (Si, S[,..,U,z) — > 
£7i+ 2 (Si, ,£/,«). 

On notera souvent de manière abusive m* et m*(U, V) par m*. 

On notera la n + 1— tour gerbée par E(L\, L n , L n+1 ) et on dira que E\ 
est sa base. 

On remarque que pour construire E(L\, L n ), on a construit récursivement 
une famille de tours gerbées (E(Li),...,E(L\, .., Li),...,E(Li, .., L n )). On ap- 
pellera cette famille de tours gerbées la famille associée E{L\, L n ). 

Définition 2.3 

Une tour gerbée infinie de base E\ est la donnée pour tout entier n > 1, 
d'une n— tour gerbée E(L\, ...,L n ) telle que la famille associée à la n + 1— tour 
gerbée E{L\, L n+1 ) est {E{L\), ...,E(Li, L n+1 )). 

Remarque. 

On supposera que les catégories Fj+i(Si, S[, Si, S-) et £i+i(Si, S[..,Si, S-) 
sont [/—petites, pour tout ioùU est un univers donné. Ceci implique l'existence 
de la réunion des F l+ i(Si, S[, .., Si, S-) et de celle des E i+ i(Si, S[.., Si, S-). 

Définition 2.4. 

Soient E{L\, L n ) une n— tour gerbée, Si un objet de E\, et S[ un objet de 
F\ Sl on peut définir une famille de n — 1— tours gerbées de la manière suivante: 

On pose E 1SlS [(L 2 ) = F 2 (Si,S0 - £ 2 (Si,S(), E iSlS{ (L 2 , .., L i+1 ), est la 
réunion des gerbes F i+1 (S u S[, S,, S?) -» £ i+ i(Si,S(, .., S,, S,'). 

La famille des n — 1— tours gerbées Es 1 s' 1 (L 2 , L n ) est appelée la fibre 
au-dessus de Si. 
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Définition 2.5. 

Soit E(Li, ...,L n ) une n— tour gerbée de base E\, on dira que E'(Li, ...,!„) 
est une sous n— tour gerbée de E{L\, ...,L n ) si et seulement si E'(L\, L n ) est 
une n— tour gerbée au-dessus de Fi telle que F[ — » Si est une sous-gerbe de 
Fi -> Et, pour tout objet Si de Fi et Si de F/ Si , F^{Si,S[) -> F 2 (Si,Si) 
est une sous-gerbe de F 2 (S 1 ,S' 1 ) -» F 2 (S 1; Si), F/ (Si, Si, .., Si_i, S^) -» 
F,' (Si , Si . ., Si-t , Si_ ! ) est une sous-gerbe de F (Si , S[ , . ., S;_i , S^ ) -> F; (Si , Si .. , , S|_i ) ,.. , 
F^(Si,S[, .., S„_i, S4_i) -> E' n (S!,S[.., S„_i, S^_i) est une sous-gerbe de F„ (Si , 5( , . ., 5„_i , ) 
E n (S\, S[.., S„_i, S n _i). 

Définition 2.6. 

Un morphisme entre deux tours gerbées E(L\, L n ) et E'(L[, L' n ) de 
bases Fi et Fi est la donnée 

d'un morphisme /i entre les gerbes Fi — > Fi et F[ — > Fi, 

pour tout objets Si de Fi, et Si de F^ d'un morphisme /(Si, Si) entre les 
gerbes F 2 (S l5 Si ) ^ F 2 (Si, S[) et ^(/(Sx), /(Si)) -> ££(/(Si), /(Si)),-, 

pour tout objet S î+i de F j+ i(Si, Si..., Si, S<) et S^ +1 de F i+ i(Si, S[, .., Si, S^)<? i+1 
d'un morphisme /(Si, Si-.., Sj+i, S- +i ) entre les gerbes Fj +2 (Si, S[, .., Si + i,S' i+1 ) — ► 
Fj +2 (Si, Si-.Sj+i, S i+ i) et F i+2 (/(Si), .., /(Si, SJ.., Si, S-)(S i+ i), /(Si, Si, .., Si, S i )(S i+1 )) — > 
^ +2 (/(Si), /(Si), -, /(Si, Si.., S,, Si)(S i+1 ), /(S l5 Si, .., Si, Sl)(S> +1 )). 

On commettra souvent l'abus de notation de noter /(Si, Si, .., Si, S,') par 

As- 
soient S î+ i un objet de F i+1 (Si, Si, .., S,, S0, T 1; T 2 des objets de F j+ i(Si, Si, .., S t , SÏ) Si+1 
et m : Ti — > T 2 un morphisme; On suppose aussi la propriété suivante vérifiée: 

/(3)K) = (/(3)(«))* 

On suppose aussi que les morphismes commutent avec les restrictions. 

Soient / : E(L\, ...,L n ) — > F' (Fi, L^) un morphisme de tours gerbées, Si 
un objet de ^(Si.Sj, S^), S,' un objet de F(S 1; Si , .., S,-i, S^Js, 

et li un élément de Z^. 

Le morphisme / définit un morphisme de liens /(Si, Li) : Li — > Li entre Li 
et L- par 

f(sU)M) = m,L i )(i i )f(sU)(Si). 

La notion de morphisme entre tours gerbées permet de définir une notion 
d'équivalence entre tours gerbées. 

Définition 2.7. 

On dira que deux n— tours gerbées E(L\, L n ) et E'(L\, L n ) de base Fi 
sont équivalentes s'il existe un morphisme de tour gerbée entre E(L\, L n ) et 
E'(Li, ...,L n ) tel que le morphisme /(Si, S-) est une équivalence de gerbes. 

On note H n+1 {E\,Li, ...,L n ) l'ensemble des classes d'équivalence des tours 
gerbées de base Fi et de liens associées L\,...,L n . 

Définition 2.8. 

La classe d'équivalence d'une tour gerbée E{L\, ...,L n ) au-dessus de Fi 
est triviale (ou n triviale) si et seulement si il existe une sous tour gerbée 
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E'(Li, ...,L n ) de E(Li, L n ) telle que les fibres de F^(S\,S[, .., S n -i, S^-i) — ► 
E' n (Si, S[.., S n -i,S' n _i) n'ont qu'un élément. 

On dira qu'une n— tour gerbée E(L\, ...,L n ) est n — itriviale si et seulement 
si il existe une sous n— tour gerbée E' (L\, L n ) de E(L\, L n ) telle que pour 
j > i, les fibres de Fj(S[, S^-J — > £^(<S^, S^-J n'ont qu'un élément. 

Le cas commutatif. 

Dans cette partie, on suppose que les liens Li,...,L n sont des faisceaux en 
groupes commutatifs. On va exprimer les espaces de cohomologies H n+1 (E, L\ , .. ., L n ) 
en termes de cocycles de Cech usuels. 

On suppose que la topologie de E\ est définie par une famille couvrante 
(Xi — > X)i e j. On suppose aussi que la cohomologie de Cech d'un faisceau L 
sur Ei définit par (Xi — > X)içi est la cohomologie de Cech de L sur Si. 

Posons X il ... ifc = JJfjj x x ... xx Xi fc . 

Si est un objet de fix^ 7 011 notera x 1 ? " %k sa restriction à F\ Xii xx..x x x ifc ■ 
Si Ui ± i 2 est une flèche entre et a;- 2 , on notera it- 3 ^ sa restriction entre 

a*"'* et s*"**. 

Soit 2;^ un objet de Fi Xi , on note une flèche entre les restrictions re- 
spectives x]\ et a^ 2 de x l2 et a;^ à F lx% ^ la flèche c ili2i3 = ^(u^.J 
représente un 2— cocycle de Cech du faisceau Li. Son bord d(ci li2 i 3 ) est donc 
nul. 

On note x' ili2 un objet de E2(X ili2 , x\ 2 ) et Xi 1 i 2 un objet de sa fibre, (ci 1 i 2 j 3 )* 
est un morphisme de la gerbe F 2 (X ili2i3 ,a;^' 3 ) — > E^PQ^is; z^* 3 ) qui agit sur 

'»3 

On a vu que les chaines c) 1 - ,• , rf 2 ■ ■ , c* 4 ■ ■ peuvent être considérer comme 

n *2*3*4' «1*3*4' «1*2*3 1 

éléments de L\. On peut dont aussi les considérer leur image par * comme mor- 
phisme de la gerbe F 2 (X ixi2izii , xf 2 i3U ) -> E 2 (X lll2lsli ,x l ^ l3li ). Via ces identifi- 
cations, le bord de (c^^^)* est un morphisme de la gerbe ^2(^*1*2*3*4) •■> ^i^ 3 * 4 ) ~~ * 
iiizi* i ■■) x% i 2 ' i%i ) Qui préserve x' iii2 3%i . Il s'identifie donc à une chaîne 

£*1*2*3*4 ^ -^2- 

Lemme 2.9. La chaîne Ci 1 i 2 i 3 i 4 est un 3— cocycle. 
Preuve. 

Evaluons le bord de c^..^, on obtient: 

3=5 

^i..ù) = E(- 1 ) jc ù..î,..i 5 

=y(-i) j ( y (-i) fc c* , , + y (-i) fc+i c * . )=o. 

3=1 fc=l fc=j+l 
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Supposons défini le Lj j + 1— cocycle Ci 1 ...j . +2 , alors (c» 1 ..ij +2 )* est un mor- 



phisnusdelagerbei^X^^ 

Où a;^ j 3 . un objet de Ej(X il ,, ij+2 , .., a;^^^ +2 ), et x^..^. un objet de sa fibre. 
Si = ij+2, alors peut supposer que Ci 1 ...i j+2 est nul. 
Chaque flèche c, 1 ,• ,...,c* J+3 , s'identifie à un élément de i,. 
Le bord d(ci 1 ..i i+2 )* = Ci 1 ..i j+3 s'identifie donc à un morphisme de la gerbe 

qui préserve un objet 2;^..$ de sa base. 
Il s'identifie donc à un élément de Lj + \. 

Lemme 2.10. 

La famille Ci 1 ...i J . +3 est un j + 2 cocycle. 
Preuve. 

Evaluons le bord de c il ... ij+3 , on a 

fc=j+4 

fe=i 

fc=j+4 î=fe-l i=i+4 

E (-D fe ( E (-^I,.^.. + E (-i)' +1 < 1 ..w..^) = o- 

fe=l i=l l=k+l 

On définit ainsi récursivemcnt un n + 1— cocycle Ci 1 ...» n+2 . 
Remarque. 

Le j + 1— cocycle c^..^^ est défini modulo un élément de Lj. Mais sa classe 
de cohomologie ne dépend pas du représentant choisi. 

Soit (E n (Li, L n )) ne iN une tour gerbée infinie telle que chaque faisceau 
L n est abélien. Notons c n+ i le cocycle associé à la n— tour gerbée E(L\, L n ). 
On note c la famille (c n ) ne jv- 

Proposition 2.11. 

Soz£ E'(L\, L n ) une sous n—tour gerbée de E(L\, ...,L n ), alors les classes 
de cohomologies des familles de cocycles (c 2 , c' n+1 ) et (c2, c n +i) qui décrivent 
respectivement les tours gerbées E'(L\, ...,L n ) et E(L\, ...,L n ) coincident. 

Preuve. 

Soit (Xi — » X) ie / une famille couvrante de la topologie de E\, c 2 est con- 
struite en choisissant dans F\ x , un objet xi qu'on peut supposer appartenir à 
F[ , il en résulte que c 2 et c' 2 coincident. 

Supposons que Cj+i coincide avec c'- +1 , pour construire Cj +2 , on identifie 
(Cii...*^)* à un morphisme de la gerbe F 0+l {X tl „ l]+3 , x 2 £ 3+ * , .., x^^ 2 *** 3 ) -> 
£^j + i(Xi 1 ..i j . +3 ,a;^ 2 '-' +3 , .., a;^ + ^ ÎJ+2Î3+3 ). On peut aussi supposer récursivemcnt 
que c'est un morphisme de la gerbe Fj +1 (X il ..^ +3 , x^'- 7 " 1 " 3 , .., x^^ ÎJ+2ÎJ+3 ) — ► 
^ +1 (^ 1 .. ÎJ+3 ,4- 3+3 ,..,x^^ +2Î3+3 ). Ceci implique que c j+2 = c' J+2 . 



X; 
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Corollaire 2.12. 

Supposons que la n— gerbe E(L\, ..,L n ) soit triviale, alors la classe de coho- 
mologie du n+ 1 — cocycle de Cech qu'on vient de définir est triviale. 

Preuve. 

Supposons que la n— gerbe E{L\ 1 L n ) soit triviale, Il existe alors une 
sous n— gerbe E'{L\, ...,L n ) de E(L\, L n ) telle que la fibre F^(Si, S n ) — ► 
E' n (Li 7 ...,L n ) a un élément. Il suffit de montrer que le cocycle c' n+1 est triv- 
ial. Dans ce cas c' n+1 est construit en identifiant le bord de c' n a une famille 
de morphismes de gerbes triviales. Le résultat se déduit en remarquant que 
les Cj 1 ..j n+2 , pour i\ = ... = i n -i sont l'obstruction à la trivialité des gerbes 
F n {S\, S' n _{) — > E n (Si, 5 , ' l _ 1 ). 

Théorème 2.13. 

Soit E\ une catégorie et L\,...,L n des faisceaux de E\ abéliens deE\. L'ensemble 
des classes d'isomorphismes des n— tours gerbées abéliennes s'identifie au groupe 
de Cech H n+1 (Ei 1 L n ) par l'application qui à une n~tour gerbée E(L\, ...,L n ) 
associe la classe de cohomologie [c„+i] de c n +\. 

Preuve. 

Montrons d'abord que si [c n+ i] est nulle alors la tour gerbée est triviale, ou 
de manière équivalente que les gerbes F n {S\,..,S n -\) — ► E n (Si, .., S n _i) sont 
triviales. 

Le cocycle c n +i est considéré comme famille de morphismes Cj 1 ..i tl+2 des 

gerbes F n (X fl .. fn+2 , "> E n(Xn..i n+2 , ■■,^t-T)- 

On choisit i\ = .. = i n -i = ia- Dans ce cas, le cocycle Cj 1 ..j„ +2 se réduit à 

l'obstruction à la trivialité de la gerbe F„(X il .. in+2 , ■■,x % £Â*t\ n+2 ) ~^ E n (X il . An+2 , .., x^ l ^ 1 _\ n+2 )- 

Il faut maintenant montrer qu'à partir de toute classe c n+ i, on peut con- 
struire une tour gerbée. 

Pour cela, il faut d'abord montrer que l'ensemble des classes d'équivalences 
des L± gerbes est en bijection avec H (Ei, Li), puis par récurence que l'ensemble 
des classes d'équivalences des i— tours gerbées E{L\, .., L,) de base E\ est en 
bijection avec H l+1 (E\, Lj). 

Montrons donc que l'ensemble des classes déquivalences des gerbes de base 
Ei est en bijection avec H 2 (Ei, L{). 

Soit c ili2 i 3 un 2— cocycle représentant une classe de H 2 (Ei,Li). 

Considérons une famille de gerbes triviales Pi — > Xi de lien L\ telle qu'on 
ait des morphismes entre les restrictions respectives de Pj à X^ et de Pj à 
Xij de sorte que 

C Î2Î3 C îii 3 C îlÎ2 = c iiÎ2i3- 

Pour s'assurer de l'existence de c,^, il suffit de remarquer qu'étant donné Xi , 
on peut définir la gerbe Pi sur la catégorie au-dessus de X io de sorte que ses 
restrictions Pi^ au-dessus de X ix XxX io — ► X io soit la gerbe triviale de lien L\. 
On pose alors u ili2 — c ili2 i comme morphisme entre les restrictions respectives 
de P i2 i et P ilio à X il x x X i2 x x X io — ► X io . 
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Supposons que pour tout élément [cj+i] de H t+1 (Ei,Li), il existe une tour 
gerbée E(L\, Li) de base E\ et de cocycle classifiant c i+ i. 

Soit a + 2 un élément de H l+2 {Ex, L i+1 ). On va construire à partir d'une 
i— tour gerbée quelconque E(L\, ...,Li), une tour i + 1— tour gerbée de cocycle 
classifiant c i+2 . 

Le cocycle classifiant de E(Li, L t ) est donnée par une famille de chaines 

qui peuvent être considérées comme morphismes de gerbes Fj{Xi 1 , Aj+2 , x 2 2 ' J+2 , •■tx] 3 ^. 3 **) —> 

F. (Y. - rr ' 2 -i+ 2 Jo + ^o+2\ 

A tout objet x' n A . de E j (X il , Aj+2 ,xf 2 - J+2 , .., x % ?+^ 3 ^) et x^..^ de sa fibre, 
on associe une gerbe triviale F j+1 (X i:L .. ij+2 , x 2 ^ 2 , .., x' ii A . , x n .. h ) -> E j+1 (X i:L .. ij+2 , x 2 ^ +2 , .., a£+^_+ 2 , x' ii A . , 
On définit des morphismes h^...i j+2 — (c%i..i j+ i)* de cette gerbe de sorte que 

d(hi 1 ..ij +2 ) = c ii..i,+3- 

Pour s'assurer de l'existence des applications /ij 1 ..j +2 , on les définit pour iq 
fixé sur leurs restrictions F j+1 (X ili2 . A . +2 ; , x 2 £ 3+z \ .., x'g+? , , a£+ • . ) -> E j+1 (X ili2 .. ij+2io , x 2 ^^ 3 , .., x% + _ • . ) 
par h° 2 ij+3 — Ci x i 2 ..i j+2 i a . 

3. Suites spectrales et tours gerbées. 

Le but de cette partie est d'appliquer la méthode des suites spectrales pour 
étudier les groupes de cohomologie des tours gerbées abéliennes. 

Soit E(Lç), L n , ..)neiN une oo— tour gerbée où la famille (X n )n6iv est une 
famille de faisceaux abéliens au-dessus de la catégorie E\. On suppose que la 
topologie de E\ est définie par la famille couvrante (X — > Xi)i e j. 

Posons L — (Bi>oLi, et notons (C*(X, L),d) le complexe des chaines de Cech 
définies sur E\ et à valeurs dans L. 

On peut munir ce complexe des chaines de Cech de la filtration suivante: 

K p = C*(X, (B q >pL q ) 

et de la graduation 

K p = C p(X, L) 

On va calculer les termes de la suite spectrale associée à cette filtration et à 
cette graduation. 

Notons Z P = {x e K p : d(x) G K p+r }, B P = d{K p - r n K p ), et E P = 

On suppose dans la suite que r > 1. 
Déterminons Z P . 

Soit x un élément de K pi x appartient à Z P si et seulement si d(x) appartient 
à K p+r . Posons x = Xi + ... + Xi n , où Xi t est la composante homogène de a; à 
valeurs dans L/ . On a d(xi ) est un élément de K p+r si et seulement si l > p + r 
ou bien si d(xi) = 0. On en déduit que x appartient à Z P si et seulement si ses 
composantes Xi- telles que j < p + r sont des cocycles. 

Déterminons B P . 
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Soit x un clément de K p - ri une de ses composantes homogènes xi à valeurs 
dans Li appartient à B P si et seulement si d(xi) appartient à K p ceci est 
équivalent à dire que d(xi) est nul ou bien que l > p + r. Il en résulte que 

= d(K p ). 

Déterminons EP. 

On a ZI = Z v r t\ © Z(K) n C(X, L p ). On en déduit que E? = H(X, L p ). 
Posons maintenant Z^ = Z^RP+i, B™ = BPf\RP+ q et E™ = Z |J+i, g - 

r — 1 ' r—1 

Déterminons Z v r q . 

Soit x un élément de ZP, une de ses composantes homogènes xi à valeurs 
dans Li appartient à Zf q si et seulement si xi est une p + q— chaine à valeurs 
dans K p , et d(xi) appartient à K p+r . On a vu que d{xi) appartient à K p+r 
si et seulement si xi est un cocycle ou bien l > p + r. On en déduit que 
ZPi = CP+"(X,L p+r ) © ZP+i(X,L p © .. © L p _i). 

Déterminons maintenant -B^? 9 . 

Soit x un élément de -B^ 9 , une de ses composantes xi à valeurs dans Li appar- 
tient à B Pq , si et seulement si c'est une p + q— chaine et il existe y appartenant 
à K p _ r tel que d( yi ) = x x . On en déduit que B Pq = d(CP +q - 1 {X,K p )). 

Déterminons E Pq . 

L'espace vectoriel ZP q est la somme de Z^\ ,q ~ l et de Z p+q (X, L p ). On en 
déduit que E™ = HP+ q (X, L p ). 

On va noter l'ensemble des cycles contenus dans K p , B^ l'ensemble des 

z p 

bords contenus dans K p et enfin E^ — p+ i°° p . 
On remarque que E^ = H(X,L p ). 

La proposition suivante se déduit de [God] p. 84 Théorème 4.6.1. 
Proposition 3.1. 

Supposons maintenant qu 'il existe un entier n > r tel que H p+q (X, L p ) — 
EP q = pour p ^ 0,n et un entier s tel que L n = si n > s. 
On obtient alors la suite exacte suivante: 

... -> H n (X,L n ) -> H\X,L) - H\X,L ) -> H l+1 {X,L n ) -> H t+1 (X,L) - ... 



4. Application des tours gerbées à la géométrie affine. 

Dans cette partie, on va appliquer la notion de tour gerbée au problème qui 
a motivé sa construction: la classification des séries de compositions des variétés 
affines. 

Soient (Mi,Vmi), (-Fi, V.Fi)>—>(-Fn-i> V.F n _i) des variétés affines compactes 
et complètes, on se propose de classifier les séries de compositions de la forme 

(M„,V M J (Mn-i.V^J... -» (M 2 ,Vm 2 ) -» (Mi,V Ml ) 
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où pour tout i l'application 

fi : (M i+1 ,V Mi+1 ) -► (M Î; V M J 

est une fibration affine c'est à dire une application affine surjective, dont l'espace 
source une variété affine (compacte et complète) et dont la fibre est difféomorphe 
à Fi, et est munie d'une structure affine d'holonomie linéaire celle de (Fi, VfJ- 
On notera m\ la dimension de M\, k la dimension de Fi, et H 1 (-Ki(Fi), M li ) 
le premier groupe de cohomologie de 7Ti(Fj) relatif à l'holonomie linéaire de 
(*i,VF 4 ). 

L'application f i+ i induit une repréntation : 7Ti(Fj) — > Gl(H 1 (ni(F i+ i), M li+1 )) 
(Voir [T6]). 

Les données à partir desquelles se feront la classification seront: 

- La variété affine (M\, VmJ = (Fd, Vf„), 

- Une représentation 7Tj : 7Ti (Fj) -> Aff(M mi+ll - +li ) dont la partie linéaire 
préserve OxM li et qui se projette sur ^> m i+-- ( i-i en l'identité. On suppose que le 
quotient de fi mi+il+ - +li par m (Fi) est une fibration au-dessus de ]R mi+ll+ - +h - 1 
dont les fibres sont difféomorphes à Fi. 

La partie linéaire de la restriction de iTi à x M li est l'holonomie linéaire 
des structures affines de Fi considérées. 

- Soit N(I(TT i+ i)) le sous-groupe du normalisateur de l'image de n i+ i dans 
Aff(M mi+ll+ ■•+' < + 1 ) dont la partie linéaire d'un de ses éléments quelconque g 
préserve x M u+1 et tel que l'action de g induite sur ]R mi +-- li est l'identité. On 
se donne aussi des représentations 

TT^: 7^)^(7(^+0) 

celle ci induit une représentation 

< : 7Ti (Fi) - GZ(77 1 (^(^+i),^ i+1 )) 

ou 

Gl(7ï 1 (^i(^),^ , ))le groupe des automorphismes linéaires de iî 1 (m (Fi), M li ) . 
La représentation 7Tj induit aussi sur F, un fibré plat de fibre type H 1 (Tïi{F i+ i), M li+1 ) 
qu'on note aussi 7Tj. 

Soit = (A//(_ZR mi+ " +ïi )/7Ti(i ;l i ))o la composante connexe du groupe des 
automorphismes affines de M mi+ll+ " +li /ni(Fi) qui préservent ses fibres et se 
projettent sur M mi+ " i ~ 1 en l'identité, 7r- définit au-dessus de Fj un fibré plat 
de fibre type A i+i , on note h i+ u le faisceau des sections affines de ce fibré. 
(section affines veut dire qu'elles se relèvent localement sur N(I(iTi+i)) en des 
sections de F dont la partie linéaire ne dépend pas de la variable et la partie 
translation en dépend de manière affine.) C'est un fibré au-dessus de Fj. 

La représentation Tr' i _ 1 définit un fibré plat au-dessus de Fj_i de fibre type 
hi + u, qu'on note hi+u-i le faisceau des sections affines de ce fibré. 

Récursivement, on peut définir les faisceaux hi+n. 

L'outil nécessaire pour éffectuer la classification est la notion de n— tour 
gerbée qu'on vient de définir. On va associer à la famille (M\, VmJ, (Fi, Vfi ),•••> (Fn-i, Vir n _ 1 ) 
la n — 1— tour gerbée suivante: 
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Soit U un ouvert de M\, on note C\(U) la catégorie dont les objets sont 
les fibrés affines de base U, et tels que le fibré plat au-dessus de U, de base 
-ff 1 (7Ti(Fi), M 11 ) induit par un objet de C\{U) est la restriction de à U. Les 
morphismes des objets de C\(U) sont les morphismes de fibres affines c'est à 
dire les isomorphismes affines entre espaces totaux qui respectent les fibres et 
se projettent sur U en l'identité. 

Le faisceau de catégories défini sur M\ par 

tf — d(E0 

est une gerbe de lien A\. 

Supposons U simplement connexe. Soit Si un objet de Ci(U), c'est un fibré 
affine de base U. Sa fibre est difféomorphe à Fi. Considérons un ouvert U{Ui) 
de Si difféomorphe à U x Ui où Ui est un ouvert de Fi. On peut définir la 
catégorie Cz(U(Ui)) dont les objets sont les fibrés affines au-dessus de U(Ui) 
de fibre difféomorphe à F 2 , tels que le fibré plat de fibre type i/ 1 (7ri(F 2 ), M l2 ) 
associé soit induit par 7r 2 . 

On vient de définir ainsi une 2— tour gerbée C 2 (Ai, Ai) au-dessus de M\. 

Supposons définie la i— tour Ei gerbée, elle consiste en la donnée d'une famille 
de fibrés affines de fibres Fi au-dessus d'une famille d'ouvert U(Ui, J7»_i) 
difféomorphe à U x U\... x U-i, où Uk est un ouvert de Fk, qui est simple- 
ment connexe si k < i — 1. Soit U un ouvert de F i} ayant défini d, on peut 
définir Cj+i en associant à U(Ui, .., U) ouvert d'un objet de Ci(U(Ui, Ui-i)) 
difféomorphe à U(Ui, .., C/j_i) x Ui (où cette fois Ui-i est simplement con- 
nexe) la catégorie, Ci + i(U(Ui, ...Ui)) dont les objets sont les fibré affines au- 
dessus de U(Ui, ...Ui) de fibre type F i+ i tel que le fibré plat de fibre type 
H 1 (iri(F i+ i), M li+1 ) associé soit induit par ir". 

Le faisceau de catégories 

U(Ui, U) — > Ci + i(U(Ui, Ui)) 
est une gerbe au-dessus de U(Ui, U-i) x Fi de liens Lj+i. 

On définit ainsi par récurrence une tour gerbée E(Li, L n _i). 

Proposition 4.1. 

Il existe une série de composition de (M„,Vm„) — * ••• — > (Mi,Vmi) ieZZe 
çt/e /a fibration fi : (Mj + i , Vm s+1 ) — > (M^VmJ de /ï&re difféomorphe à Fi 
associé au données définies en début de ce numéro si et seulement si la tour 
gerbée associée est n — 1 — triviale. 

Définition. 4.2. 

Un fibré affine (M, Vm) — * Vb) d'espace total compact est dit affinement 
localement trivial, si et seulement si l'holonomie d'une fibre ne dépend pas de 
celle-ci. 

En d'autres termes, ceci veut dire que le fibré est un fibré différcntiablc 
localement trivial, et le cocycle de Cech qui sert à le définir peut être exprimé 
par des applications affines de la fibre qu'on note (F, Vf)- 
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Les séries de compositions telles que /, est un fibre affine affincmcnt locale- 
ment trivial ont été classifiées dans [T6]. Dans ce cas on peut se restreindre à 
des tours gerbées de liens commutatifs, et exprimer les invariants en jeu par des 
cocycles de Cech usuels. 

5. Interprétation de la cohomologie entière d'une variété. 

Les classes caractéristiques ont été recemmemt utilisées par plusieurs mathématiciens 
afin d'étudier des objets géométriques. Pour exploiter au mieux la théorie 
des classes caractéristiques, il faut donner une interprétation géométrique des 
groupes H n (M, E), où M est une variété différentiable. C'est le but de cette 
partie. 

Soit M une variété différentiable. On a vu que le groupe H n+1 (M,JJ*) 
s'identifie aux classes d'équivalences des n— tours gerbées E n (U* M , ...,E* M ), où 
E* M , (resp Cm) est le faisceau des fonctions différcntiablcs définies sur M et 
à valeurs dans E* . (resp. le faisceau des fonctions définies sur M et à valeurs 
dans 17). On a une suite exacte 

-» E^U m —?-C * m -» 0. 

La suite exacte de cohomologie associée à cette suite exacte de faisceaux donne 
un isomorphisme entre les groupes H n+1 (M, E) et le groupe H n (M,U* M ). 11 
vient du fait que H n+2 (M, E) est isomorphe au groupe des classes d'équivalences 
des n— tours gerbées E n (U* M , E* M ) ^ e résultat suivant: 

Théorème 5.1. Soit M une variété différentiable, le groupe de cohomolo- 
gie H n+2 (M,E) est isomorphe aux classes d'équivalences des n— tours gerbées 
définies sur M. 
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